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Nar kan elever borja rakna
med kvadratrotter?

Nar i elevernas skolgang ar det lampligt att introducera kvadratrotter?
Tecknet i sig och anvandningen av irrationella tal kan skymma intressanta
och angeldgna anvéandningsomraden for kvadratrotter. | denna artikel
ifrdgasatts varfor manga larare drojer sa ldange med att introducera
kvadratrotter. Vi far ocksa forslag pa hur area kan anvandas for att grundlagga
en forstdelse for begreppet.

gymnasiet har svirigheter med att hantera uppgifter som handlar om

kvadratrotter. En orsak till detta kan hirledas till undervisningen i
grundskolan. Exempel pd detta framgir av en undersdkning som genomfor-
des for ndgra ar sedan i Uppsala under viren i arskurs 8 och omfattade drygt
1400 elever (Lowing & Kilborn, 2008). Den gav bland annat fsljande resultat:

‘ 7 i har under senare ar uppmirksammat att ovanligt manga elever pa

uppgift |6sningsfrekvens
V49 43%
V169 30%
V(16+9) 26%
V(77) 16%

Nir vi diskuterade orsakerna menade flera lirare att de inte tar upp kvadratrot-
ter forrin i rskurs 9, frimst beroende p3 att liroboken inte gor det. Det hand-
lar ju om irrationella tal, som nagon uttryckte det. Vi menar att det i sjilva ver-
ket handlar om en mindre genomtinkt didaktisk planering. De exempel vi just
gett handlar inte om irrationella tal utan om naturliga tal.

Men vari bestdr problemet? Elever brukar méta kvadrattalen tidigt och vet
att 49=7 De vet ocksa att en kvadrat med sidan 7cm har arean 49 cm? Att
mot denna bakgrund inféra begreppet kvadratrot som invers till kvadrat ir i
sjilva verket inte svdrare in att infora division som invers till multiplikation. Vi
skaiden hiir artikeln utveckla var syn pa detta.

Kvadratrotter och naturliga tal

Nir vi definierar begreppet kvadratrot och motsvarande rikneregler, viljer
vi ofta att vinta tills det gir att ge en generell algebraisk definition, alltsi en
som dven omfattar irrationella tal. Problemet med detta ir, enligt matematik-
didaktikern Hans Freudenthal (1973), att eleverna inte har ndgot att hiinga upp
sina kunskaper pa. Ofta saknas det en konkret bild av det som ska uppfattas.
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Vad Freudenthal foresprikade var istiillet en progressiv schematisering diir han
menar att inlirningen blir betydligt enklare om vi successivt bygger upp kun-
skapen. Eleverna kiinner da redan igen vissa delar av det som ska liras, vilket
ger en helt annan motivation och gynnar inldrningen. Samma idé kan for dvrigt
hirledas fran Vygotskij (1972). Om lirare ska lyfta elevernas kunskaper till en
ny niva och utgi frin den proximala zonen, maste det finnas kunskap att utga
frén inom zonen ifriga. For att utveckla idén borjar vi med att ge en preliminir
definition av kvadratrot som fungerar om man begrinsar sig till kvadratrotter
som ir naturliga tal:

Om aiir ett naturligt tal sd ir Va2 = a.

En sidan definition kan forstis av elever i relativt tidig dlder om vi kopplar den
till kvadratens area. Vi kan d uttrycka definitionen s hir:

Kvadratroten till a” ir lingden av sidan i en kvadrat med arean a’, alltsd a.

For yngre elever miste detta konkretiseras. Av foljande figurer framgdr det att

V1=1att V4=v22 =2 attvV9=v3% =3ochatt V16 = /42= 4.

De kan ocksa, genom att kombinera figurerna, se att V4 + v/9 =2 +3=50ch
attvV9+v16=3+4=7

27+37 37+ 4

En intressant frdga ir hur svirt det ir for en elev att forstd och anviinda rot- och
kvadrattecken. Vi menar att det logiskt sett inte dr svirare att anviinda dessa
tecken in +, —eller = Det iri sjilva verket sd att ett tecken bara iir en etikett pa
nigot. Nir en elev har problem med ett tecken ir det sillan tecknet i sig som
véllar problem, utan det ir begreppet — och fér den som inte férmér uppfatta
begreppet saknar tecknet innebord.

Att rakna med kvadratrotter

Det vi kunnat iaktta i grundskolan #r, som redan nimnts, att kvadratroten
infors alldeles for sent och att den d4 kopplas till irrationella tal. Vi vill nu vinda
pé det och visa hur lingt man kan komma redan med de vanliga riknelagarna
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och med naturliga tal. Nir eleverna har abstraherat den ovan givna definitio-
nen via kvadratens area, kan de (om de behiirskar kvadrattalen) utan hjilp av
figurer tolka v/9 = 3 och v/4 = 2. Vi kallar detta for andra ordningens konkre-
tisering eftersom detta nu kan uppfattas som sa konkret av eleven, att det kan
anvindas till att generalisera kunskapen. Med hjilp av de vanliga riknereg-
lerna (for naturliga tal) kan eleverna i nista steg dven uppfatta:

V9 +v4som3+2 V9-v4som3-2

V9 3
V9-vV4som3-2 i som 2
De kan iven riikna sig fram till ssmband som v/9 - V4 =9 - 4 =/36 = 6 och
V16 + 9 =1/25 = 5, operationer som manga elever misslyckades med i arskurs
8. Inte heller uppgifter som v/172 behover valla problem. Med var preliminira
definition handlar detta i sjilva verket om sidan i en kvadrat med arean 17* och
hir har vi ju fatt sidan 17 helt gratis. Diremot yi\/ﬁ )? mer problematiskt
(som kvadraten av ett irrationellt tal), medan (v/16)? helt enkelt &r lika med
4?=16. Varfor har man dé sa svart med detta i svensk skola? Svaret ir, enligt var
uppfattning, att man kopplar detta till de irrationella talen, och diirmed upp-
fattar eleverna kvadratroten i sig som ndgot svart.

Overgdng till irrationella tal

Vi har bada foljt ett stort antal lektioner pa grundskolans hégstadium. Under
dessa lektioner har vi sillan sett lidrare diskutera matematik i den mening som
lyfts fram i kursplanens syfte. Som en éverging till (och for att skapa en for-
forstaelse infor) introduktionen av irrationella tal, kan man betydligt tidigare
in idag borja reflektera dver grinserna for begreppet kvadratrot. Samtidigt
kan man, helt enligt kursplanens syfte, ge eleverna forutsitiningar att utveckla

fortrogenhet med grundliggande matematiska begrepp och metoder och deras
anvindbarhet och att utveckla kunskaper om historiska sammanhang. Som
exempel kan man diskutera tolkningen av v/2 och v/5. Visserligen ir varken

2 eller 5 kvadrattal, men med hjilp av den preliminira definitionen bér v/5
betyda mitetalet for sidan i en kvadrat med arean 5 cm” Nog maste det finnas

sddana kvadrater och iven de har en sida. For elever som tvivlar pa detta kan
man rita en figur dir den storre kvadraten har arean 9 cm? och de delar som
inte ir skuggade har arean 4 cm? tillsammans. Det innebir att det skuggade

kvadraten har arean 5 cm’.

Genom att prova sig fram pd en miniriknare finner manatt 2,22 <v/5<2,32
alltsd att 2,2 < v/5 < 2,3 eller innu bittre, att 2,232 < v/5 < 2,242 och s vidare.
Tydligen svarar v/5 mot ett tal som man kan beskriva hur noga som helst med
hjilp av ett nirmeviirde. Det innebir att det for varje naturligt tal a verkar fin-
nas en kvadratrot1/a, iven om talet inte alltid kan skrivas som ett rationellt tal.
Detta kan i sin tur kopplas till matematikens och de reella talens historia.

Kvadratrotter och reella tal

For att kunna vidareutveckla kunskaperna om kvadratrotter krivs det emel-
lertid en bittre definition och ett par rikneregler som eleverna redan har mott
i samband med naturliga tal och rationella tal. En mer generell definition kan
se utsd hir:

V/a ir den icke negativa roten till ekvationen 2% = a.
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For att reda ut grinserna for den hir definitionen analyserar vi losningen till
foljande ekvationer:

x’=4 x*=(-4) och (x+1)?=4
Mer generellt handlar det om innebdrden av Va2 |, (vV—a)? , v=a2 och
/a2

( )2 for olika viirden pa a. For elever som har fatt arbeta med kvadratrét-
ter som naturliga tal och rationella tal, blir diskussioner om detta inte nigot
nytt och frimmande utan enbart en férdjupning av vad de redan kiinner till
— men nu pi en mer stringent niva. For att komma vidare och arbeta med irra-
tionella tal krivs det tva rikneregler. T dvrigt giller de vanliga riknelagarna
fran de naturliga och rationella talen.

OmazOochszgéller\/a Vb=+Va-b
OmazOochb>0g'zillerﬁ = \/E
Vb b

Utgdende frin dessa generella regler kan eleverna nu, med full forstaelse, arbeta
med uppgiftersom /2 - /18 = v/36 = 6 och v/2/v/9=+v/2/3 och senare med
uppgiftersom (V2 + 1)(v/2 —1) = loch1/(v/2 — 1)=v2 4 1.

Nagra avslutande kommentarer

Viravsiktmed den hiirartikeln iir att visa pa problemen med att viinta for linge
med att introducera kvadratrotter och att rikna med dem. Alltfér manga nya
svarigheter kommer d3 att staplas pa varandra och det ricker med att en elev
far problem med en enda detalj for att missa helheten. Vi foreslar att man kan
inleda det hir arbetet betydligt tidigare, utgiende frin en forenklad och kon-
kretiserbar definition, foljt av enklare berikningar inom ett begrinsat talom-
ride. En annan fordel med detta ir att elever, som inte formar arbeta med kva-
dratrotter fullt ut, &tminstone kan uppfatta delar av begreppet och tillimpa
det inom ett begrinsat talomrade.

Vi vill i det hir ssmmanhanget ta upp ett annat viktigt begrepp som far
for lite utrymme i svensk undervisning, nimligen invers. Bland de naturliga
talen finner vi att (-x) dr additiv invers till x och bland de rationella talen att
1/x ir multiplikativ invers till x. PA motsvarande siitt ir det viktigt att framhalla
att /2 dr inversen till x°. For elever som lirt sig uppfatta begreppet invers blir
det betydligt littare att senare uppfatta nya begrepp som att In x inte dr nigot
mirkvirdigt utan helt enkelt inversen till e*.
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