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Matematiken, tillampningarna och
undervisningen

an brukar tala litet slentrian-
Mméssigt om ren och tillimpad

matematik beroende pd om de
problem man vill behandla r konstruerade
for matematikens inre sammanhang eller
kommer fr&n ndgot yttre. Jag vill férsdka
Svertyga Er att det 4r mycket viktigt att noga
tinka igenom skillnaderna. En sddan analys
paverkar i hog grad hur undervisningen bor
bedrivas, bdde i skolan och pa universitets-
nivd. Men 18t oss bérja frdn bérjan, riktigt
fran borjan.

Minniskans hjirna har utvecklats si
att den givit oss tvd fundamentala férdelar
gentemot de andra djuren. Den forsta,
som jag inte vidare skall behandla, giller
socialt beteende och kommunikation. Det
viktigaste dr kanske spraket och méjlighe-
ten att fora kunskap vidare fran generation
till generation. Den andra férdelen dr méjlig-
heten att forstd naturen kring oss, att fér-
utse vad som skall hinda. Det sprak som vi
anvinder fér detta d4r matematiken. Det ir
ju ett av tillvarons mysterier att dessa lag-
bundenheter existerar och att de speglas i
var hjirna. Genom att tinka kan vi férut-
se var den kastade stenen hamnar, var den
kortaste vigen gér, hur man hittar det man
letar efter pa internet.

Under 4artusenden har olika grenar
av matematiken byggts upp. Helt sikert
borjade allt med talen, pa skilda sitt men

anda likartat i visterlandet, i orienten och
i Kina. En stor stGtesten var representation
av tal. Den grekiska matematiken lyckades
aldrig med detta och det var férst ndr den
arabiska metoden med positionssystemet
nadde Europa som matematiken tog fart.

Geometri var specialiteten i antikens
Grekland och tal uttrycktes som strick-
or och kvoter som delning av strickor. Det
finns en passus hos Platon som behandlar
irrationella tal. Man vill visa att v/2, V3 etc
ej r rationella och konstruera geometriska
rekursioner som man visar aldrig slutar. Det
fungerar tills man kommer till 19. Man kan
undra varfor de slutade dir? Det visar sig att
konstruktionen innehéller s stora tal att
men inte kan rita detta i sanden!

Vi vet ocksa att grekerna hade stora tan-
keproblem med kontinuerliga tidsférlopp.
Ni har sdkert hort historien om Akilles och
skéldpaddan. De springer i kapp och skéld-
paddan fér starta med ett forsprang. Akilles
kommer aldrig férbi skéldpaddan trots att
han springer snabbare. Varje gdng han kom-
mer till skéldpaddans ldge, har denna flyttat
sig ytterligare en bit. Vad ir fel i resonemang-
et? En framgéngsrik metod att analysera r6-
relse kom férst pa 1600-talet med Newton-
Leibnitz differential- och integralkalkyl. En
forstdelse av paradoxen i Akilles och skold-
paddan kom férst pa 1800-talet d& man kon-
struerade ett stringent talbegrepp.
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Denna utveckling fortsitter och under re-
sans ging har otaliga omraden fatt sin ma-
tematiska teori. Lat mig rikna upp négra.
Sannolikhetskalkyl skapades fér spel av
olika slag under 1600-talet och blev ju grun-
den for all statistisk analys. Fysikaliska teo-
rier av alla slag: frin teoretiska som relati-
vitetsteori och kvantmekanik till praktiska
som meteorologi och elektronik. Biologi och
medicin utnyttjar matematiska modeller
och apparatur som #r baserad pd matema-
tisk teori. Tillsammans utgor detta tillim-
pad matematik.

Vad 4r dd matematik? Vi kan igen g2 till-
baks till antiken. Nir Euklides cirka 400 fKr
skrev sina bocker om geometri, ville han
hirleda de geometriska resultaten ur vissa
grundliggande antaganden, axiom, utan
négon referens till geometrisk intuition. Det
ir en imponerande prestation att han fér-
utsdg att parallellaxiomet — att man genom
en punkt utanfor en linje kan konstruera en
entydig linje som inte skir den givna linjen
- inte foljer ur de andra axiomen. Detta be-
visades forst pd 1800-talet. Denna uppbygg-
nad av matematiken som logiska slutsatser ur
givna forutsittningar dr fortfarande mons-
terbildande. Virderingen ligger i hur ovinta-
de de upptickta sambanden &r, och hur kom-
plicerade bevisen. Pa vigen behéver begrepp
fa klara och fullstindiga definitioner. Dessa
tva ord: bevis och definition 4r den rena ma-
tematikens livsluft.

Det dr uppenbart att den tillimpade ma-
tematiken har ett avgérande inflytande pa
den rena. Euklides val av axiom 4r naturligt-
vis ett forsok att spegla var forestillning om
rita linjer och punkter. Men "rét linje” kan
tex ocksa tolkas som storcirkel pa en sfir, ax-
iomen giller dven d&, med undantag for pa-
rallellaxiomet. [ denna geometri skir tva rita
linjer alltid varandra. P3 liknande sitt kan
vi axiomatisera hela tal och reella tal. Det
sista dr komplicerat och forklarar grekernas
svarigheter med kontinuerliga tidsférlopp.
Givetvis bekymrar vi oss i praktiken inte om
dessa axiom nir vi arbetar som rena mate-
matiker. Vad vi gor, emellertid, r att bygga
pa de modeller vi skapat frdn naturen med
egna definitioner. Ett belysande exempel ir
geometrin. I naturen finns 3 dimensioner.
En punkt z kan beskrivas med tre koordina-
ter x = (x1, T2, x3). Avstdndet mellan x och
y ar ((x191)? + (way2)* + (w3—y3)?) V2
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Men varfor inte studera n koordinater? Var-
for inte byta 2 i avstdndsformeln mot ett tal
p, 1 < p < oo? Detta idr ett typiskt matema-
tiskt sitta att arbeta.

Matematiken forekommer

Ovan antyds alltsd hur verkliga fenomen in-
spirerar matematiken och hur matematiken
sedan utvecklas vidare. Finns det d& ndgon
aterkoppling fran ren till tillimpad mate-
matik? Ja, och att det 4r s &r ett av de djupa
mysterierna i tillvaron. Lat mig erinra om
standardexemplen. Riemann utarbetade en
allmin teori for ytor i n dimensioner i mit-
ten av 1800-talet. Han hade allminna av-
standsformler. D3 Einstein i bérjan av 1900-
talet byggde upp relativitetsteorin anvinde
han tiden som en fjirde dimension med den
skillnaden att tiden i formlerna var rent
imaginir s8 att avstdndsformeln innehéller
ett minus. Han kunde sedan bygga pa Rie-
manns och andras arbeten. Pa liknande sitt
kunde Heisenberg och Schrédinger bygga
kvantmekaniken pd existerande matema-
tiska teorier, i Heisenbergs fall matristeori.
Legenden siger att Heisenberg en ging
gick fel och hamnade pa en féreldsning om
matriser och s fick inspiration. Lat mig ta
ett par ytterligare exempel. Tomografi byg-
ger pd att man sinder en réntgenstréle (eller
ndgon sorts strale) genom en kropp (minsk-
lig hjdrna tex) i alla riktningar och ser hur
mycket som absorberas. Ur alla dessa data
kan man rikna ut hur kroppen ser ut inuti.
Det motsvarar att berikna en funktion i
3 variabler ur dess integral dver alla linjer.
Detta problem 16stes av Radon ungefir 50
ar tidigare. Eller tink pa sokmotorn Google,
dédr man vill hitta ritt referens ur ett antal
sokord. Googles konstruktérer, ett par stu-
denter vid Stanford, erinrade sig sina kurser
i linedr programmering for att losa det pro-
blemet.

Det finns #dven ett djupare samband
mellan den rena matematiken och hur var
virld fungerar. Det 4r detta som man bru-
kar referera till som "the unreasonable effe-
ciency of mathematics” i fysik (efter en arti-
kel av Eugen Wigner). Hirmed avses att om
man finner en modell som 4dr matematiskt
enkel och vacker och pa ett ungefir beskri-
ver ett naturfenomen, si stimmer modellen




1000-falt mer exakt &n man vid aktuell-
tidpunkt kan mita. Det mest kinda exem-
plet hir d4r Newtons gravitationsmodell.

Det ir virt att notera att f6r ménga mate-
matiska problemomraden kom en egentlig
teori forst under min livstid. Naturliga frage-
stiallningar som tex ett problems mitbara
svarighetsgrad saknar fortfarande en teori.
Det giller tex hur svart det 4r att faktorisera
stora heltal som linge var grunden for vissa
krypteringssystem.

Varderad matematik

Vi har alltsd tva sorters matematik. Dvs
matematiken dr densamma men virdering-
en ir helt olika. I den tillimpade matema-
tiken anvinds metoder som utnyttjar till-
ginglig matematisk teori men virderingen
av det som produceras avgérs av hur resul-
tatet stimmer med experiment och hur in-
tressanta resultaten ir fér aktuellt omrade.
I den rena matematiken giller virderingar-
na enkelhet och fullstindig stringens, man
kan siga skénhet. Det man hir konstruerat
ir utan tvekan minsklighetens mest impo-
nerande tankekonstruktion, av evig héllbar-
het. Det finns naturligtvis ett grinsskikt.
Klassiskt kallas det numerisk analys och
hir studeras metoder for berdkning. Hit hor
ocksd olika omréden for studier av datorer
och komplexitet som jag tidigare nimnt.

Vilken sorts matematik bér da undervi-
sas? Nir man tinker pd hur skol- och uni-
versitetskurser utvecklats, inser man att
véra pedagoger inte tidnkt i termer av ren
och tillimpad matematik. Fran antiken har
vi idealet om geometrins betydelse och tan-
kensklarhet. Aven kigelsnitten, efter Carte-
sius andragradskurvor, horde till bildningsi-
dealet. En likartad virdering gillde latinet.
Det var linge de ldrdes sprék och internatio-
nellt anvindbart, men sedan 1800-talet mer
ett bildningsideal. Jag vill girna tro att des-
sa dmnen ocksd tjanade som triningsarena
for den klara tanken. P4 1800-talet gick dif-
ferentialkalkylen pa segertdg genom natur-
vetenskapen och nddde &dven skolan och
nu blev paniken nira nir Az gick mot noll
(blev det nagonsin noll?).

Nir intagningen till gymnasier och uni-
versitet breddades borjade den stora ned-
skdrningen. Man gav férst upp Euklides.

Det 4r kanske inte s& mycket att beklaga,
eftersom en riktig behandling ar alldeles for
komplicerad och en ytlig ir alldeles for torf-
tig. Man ser hir tydligt konflikten mellan
de tvd malsittningarna: att férmedla ndgot
praktiskt anvindbart och att gora riktiga
definitioner och bevis. Samma utveckling
har skett betriffande differential- och inte-
gralkalkyl. I och med att bevis och defini-
tioner férsvunnit har det aterstdende blivit
torftigt och man har lagt till nya moment.
I praktiken kan man siga att all ren mate-
matik férsvunnit béde fran skolkurser och
grundutbildning vid universiteten. Vad som
undervisas #r emellertid inte en optimal
kurs i tillimpad matematik utan det som
blivit kvar efter devalveringar och vissa till-
lagg i samma anda. Geometri har tex ndstan
helt forsvunnit.

Hur borde dd matematikundervisningen
i gymnasieskolan organiseras? Det finns en-
ligt min mening tva principer:

o Undervisningen bér inriktas mot
anvindbar matematik dir alltsd resulta-
ten av berdkningar och dessas mening dr
det visentliga. Eftersom det finns ma-
skiner som utfér berikningar bér dessa
anvindas. Detta borde dven gilla kurv-
ritning och algebra. Den pedagogiska fra-
gan giller hur mycket forstielse av den
tekniska matematiken som krivs for att
man skall férstd svaren. Min personliga
tro dr att ett stort antal exempel och lang
dvning pé problemldsning dr mycket ef-
fektivare 4n l&nga férklaringar. Man kan
jamfora med att lira sig gi. Teoretiska
utliggningar tjinar hir inte mycket till.
Helt nya moment boér tillkomma som
illustrerar matematik i dagens samhille.
Tex troghetsnavigering, GPS-systemet,
s6kning pa internet. Geometri bér fére-
komma.

¢ Renmatematik bor dterinforas, dvsndgon
lamplig matematisk teori bér genomlys-
as. Man kunde tinka sig ndgon talteori,
kanske négon topologi. Den gamla idén
att matematiken befrimjar tankereda
och logiskt tinkande borde ha sin plats i
all utbildning och matematisk problem-
16sning ér roligt!

Lennart Carleson
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